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Resumen

En este trabajo se propone un método para solucionar el proble-
ma de minimizar el funcional ||Az — b||2, sujeto a ||Cx — d|2 < A,
donde A € R™" (C € RP*" b € R™, y d € RP . Este problema
surge en importantes aplicaciones que generan problemas inversos,
los cuales, generalmente son mal condicionados. Se usa una técnica de
reqularizacion para reformular el problema, y luego resolver una
ecuacién no-lineal en una variable. Se presentan resultados prelimi-
nares y comparativos con métodos actuales.

Palabras y frases claves: Minimos cuadrados con restricciones, bidi-
agonalizacion, ecuacién secular.

1 Introducciéon

La fuente mas importante de problemas de minimos cuadrados con restric-
ciones cuadraticas es sin duda la discretizacién de problemas inversos mal
condicionados. Estos problemas generalmente surgen al tratar de determinar
la estructura de un sistema fisico, partiendo de su comportamiento. Como
un ejemplo mencionamos la ecuacién integral de primer orden:

o(y) = / K (2, ) f («)dz, (1)

donde el operador K es compacto. Este es un problema mal condicionado ya
que la funcién f no depende de manera continua de la funcién g. El proble-
ma que se genera al discretizar esta ecuacion, es un problema de minimos



cuadrados lineales:
min || Az — b, (2)

donde A € R™ ™ es la discretizacién del operador K, y b representa los
datos. En este tipo de problemas los valores singulares de A decaen expo-
nencialmente a cero; por esta razon, los métodos tradicionales para resolver
problemas de minimos cuadrados no son ttiles (ver [1, 14, 13]).

Introduciendo cierta informacién sobre la solucién, el problema (2) puede
ser reemplazado por uno equivalente bien-condicionado, que pueda resolverse
con cierta precision. Esta técnica es conocida como Regularizacion.

De esta manera (2) puede ser reformulado como un problema de minimizacién
con restricciones:

min |[Az —b|3 st ||Cx—d||3 <A, (3)

donde ||Cx — d|3 < A representa la informacién que se tiene acerca de la
solucién. En [3] Eldén propone un método computacionalmente eficiente para
solucionar el problema:

min ||Az —b|; st. [|[Cz|; <A, (4)

que es un caso particular del problema (3).

Hasta ahora el método propuesto por Eldén y algunas derivaciones de el,
son los mas usados para resolver problemas a mediana escala y esparcidos,
por lo tanto tiene sentido hacer una extension de este método para resolver
el problema general (3), el cual también puede ser solucionado usando méto-
dos de optimizacion con restricciones, sin embargo estos métodos pueden
requerir muchas iteraciones para lograr una buena aproximacion, y por lo
tanto resultar ineficientes.

2 Tecnicas de Regularizacion

Una de las técnicas de regularizacion mas utilizadas para resolver el problema
(2), restringe el espacio de las soluciones imponiendo una cota limite para
la cantidad ||Cz|. Esta técnica permite reformular el problema inicial, al
problema de hallar z como la solucion de:

min ||Az —b|3 st [|[Cz|, <A, (5)
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donde el pardametro A controla el balance entre el tamano del residual y la
continuidad de la solucion.

En los casos de utilidad préctica, la solucién se encuentra en la frontera, por
lo tanto, tiene sentido plantear el siguiente problema:

min ||Az —b|; st. [|[Czl, = A. (6)
Este 1ltimo problema es un caso particular de:
min ||Az —b|3 s.t. [|[Cz—d||53 =A% (7)

cuya solucién y algunos aspectos tedricos son tratados a continuacion.

2.1 Existencia y Unicidad de Solucion

Teorema 1.: Sea F' = {x/||Cx—d||5 = A?} distinto de vacio. Si las siguientes
dos condiciones se satisfacen:
Condicién (1): min ||Cz —d|| < A,

Condicién (2): rank =n,

A
C
entonces el problema (7) tiene una solucién global y esta es tnica.

Prueba: Basta con probar que si {z;} es una secuencia de F' con {Azy — b}
acotada, entonces {xy} tambien es acotada.

Si la condicién (1) se satisface y Axp — b es acotada , lo cual significa que
{Ax — b} < 0 para algun § , entonces para todo z, en F, existe un nimero
e > 0, e = max(J,A), tal que:

1(2) - (3) 1=

Por lo tanto, si la secuencia {Ax) — b} es acotada, {z}} también lo es.

Una vez que la funcién objetivo es cuadrética y la secuencia {x;} es acotada,
un minimo global existe y es unico.

La condicion (2) garantiza la unicidad de la solucién, ya que si esto no se
cumple, podemos anadir a la solucién cualquier elemento de la intercepcién
de los espacios nulos de A y C', y obtener una nueva solucion.

Si la condicién (2) del Teorema 1 se satisface, entonces la intercepcién de



los espacios nulos de A y C es el vector cero (N(A) N N(C) = {0}), lo cual
implica que AT A 4+ uCTC es invertible para todo pu > 0 .

Definicién : El problema (7) esté en forma estandar, chandod =0y C = I.
Las ecuaciones normales para el problema estandar son:

(ATA+ pl)z = ATb, (8)
)3 = A% (9)

En la actualidad existen métodos eficientes para solucionar el problema en
forma estandar, ver por ejemplo: [6], [9] y [19].

El algoritmo que se propone en este trabajo, hace una transformacion de
(7) a la forma estandar. Luego usa la bidiagonalizacién propuesta por Eldén
en (3], para solucionar el problema estdndar, y finalmente regresa los cambios
de la transformacién.

Una vez que AT A+ ul es invertible para todo p > 0, podemos usar un méto-
do iterativo para resolver la ecuacion no-lineal

f(u) = x(p)"x(p) — A = 0, (10)
donde x(u) = (ATA + pul) tATD .
Ahora bien, el método iterativo que soluciona esta ecuaciéon no-lineal re-
suelve, en cada iteracion, las ecuaciones normales (8), lo cual es equivalente
a resolver el problema irrestricto:

min | (ﬂ) (8) I (11)

Recordemos también, que si A es de orden m xn, con m > n, su factorizacién

QR es:
A=Q (ﬁ) = QR

Asi, el problema (11) es equivalente a:

w1 (35)e- (0

& mxl'n U (\C/QﬁR—,) x—U (8) [
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e | ()= ()0 (12)

T
donde U = %2 ?) es ortogonal (UTU = 1)y g, = QTb.

Para una explicaciéon detallada de este ultimo procedimiento se recomienda
Golub y Van Loan [7] (pags. 239-242).

La forma natural de resolver ( 122 es utilizar rotaciones de Givens para susti-
tuir las entradas /p debajo de R, dejando asti el siguiente problema:

win | (0) = (32)1 13

cuya solucién es z = R;lhl.

Cabe senalar que, si el problema no esta en forma estandar, este tltimo pro-
cedimiento tiene un costo O(n?), y ademds debe hacerse en cada iteracion,
de alli la importancia de transformar el problema a forma estandar, con lo
cual este costo se reduce a O(n) operaciones.

Generalmente C' es una matriz bien estructurada y condicionada, es por esta
razén que el algoritmo que se propone, esta basado en la descomposicion QR
de C'. Nétese ademas, que si C' es una matriz en banda, que es lo que sucede
cuando proviene de la discretizacion de un operador diferencial, esta descom-
posicién puede calcularse a un costo O(nw), donde w es el ancho de la banda.

3 Meétodo propuesto

Los métodos clasicos resuelven el problema (11) basdndose en la descomposi-
cién SV D de la matriz A (ver por ejemplo [6] y [9]). Estos métodos resuelven
el problema usando la bidiagonalizacion de A, y luego algunas transforma-
ciones para convertirla en diagonal, procedimiento éste que no es necesario,
ya que como se vera mas adelante, basta con la bidiagonalizacién de A para
resolver el problema.

El método que proponemos en este trabajo para resolver el problema (7)
consta basicamente de 4 pasos:



1) Transformar el problema a forma estandar.
2) Bidiagonalizar la matriz A.

3) Resolver la ecuacién secular (f(u) = 0).

4) Regresar los cambios de la transformacion.

3.1 Transformacién a forma estandar

Dados los siguientes datos:

AeR™" CeRP" beR™, deR™ and A eR
sobre los cuales se asume que:

i) {z/||Cx —d||=A}# @ y A >min|Cz—d|

é) =n, es decir N(A)NN(C) ={0};

a continuacién se presentan los cambios de variables necesarios para llevar el
problema que se quiere solucionar:

ii) rank

mxl'n |Az —bll3 st. ||Cz—d|5 <A, (14)
a su forma estandar:
min Az — 0|2 st |22 <A. (15)
Como ya sabemos el problema (14) es equivalente a :

1) ()1

donde p es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién cuadratica.
Por lo tanto, nuestro objetivo es convertir este tltimo problema a su forma

estandar:
w1 () ()

i) [V, R] = qr(C) . Factorizacion QR de C': C = ViR

{Vi Vz} (an>
C =] ~~ =~~~
PXp pxn

n n—p 0

Caso (a): p>n
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ii) Resolver Cxg = d = Rxg = V,'d , (con R no-singular y triangular superi-
r

or)

iii) Cambio de variables:

T =C(z — z9),
B =b —*/4$0,
A= ARV
Asi,

Az —b= AR YW ViR(x — x0)] — b+ Axg = Az — Axg — b+ Azg = Az —b, y
T=C(x—x9) =ViR(x — R"'Wd)=ViRx —d = Cz — d.

Por lo tanto,

min |Az —b|| st ||Czx—d| <A = min|Az—b|| st ||&]<A.

Caso (b):p=n

i) [V, R] = qr(CT). Factorizacién QR de C' : C = RTV/.

ii) Resolver Czg =d = R'V7Txy=d , donde R es no-singular y triangular
superior. Esto puede hacerse en dos pasos: RTz =d ; zy = V.

iii) Cambio de variables:

T =C(x — x9),
B =b —-fixo,
A=AVRT.
Asi,

Az —b=AVR T(RTVT)(x —2¢) — b+ Axg = Az — Axg — b+ Azg = Az —b,
yi=C(x—x9)=Cor—Cxo=Cx—d

Por lo tanto,

min |[Az — b|| s.t. [|[Ce —d|| <A = min||Az — b||s.t.||Z]| < A.

Caso (¢): p<n

i) [V, R] = qr(CT). Primera factorizacion QR de CT : C = RTVT.

T T
C:{ﬁ/ \0/] (V)
pXxXn nxn

T
pXp  pXn—p vé

ii) Resolver Czo =d = RTV'xy=d, donde R es no-singular y triangular
superior. Esto puede hacerse en dos pasos: RTz =d ; zy = V.
iii) Primer cambio de variables:



T =Vy+ o, donde y = [y1;y2]" y asi @ = Viyr + Vaya + 0,

E =b-— AZL‘Q.

Asi,

Az — b= AViy; + AVoys — b+ Axg = AViys + AVays — b,
Cx—d=CViy1+CVays+ Cag—d = RTVIViy, + RTVI Voys +d—d = RTy,
(va que VIV, = 0).

Con este primer cambio de variables, el problema (16) es equivalente a:

e [ R

iv) Segunda factorizacién: AV, = Q1T : [Q,T] = qr(AV,).

Tan
o[ 4] ()
n TP dpxp pxn

Notese que con esta nueva factorizacion podemos definir una matriz ortogo-

nal:
Q7 0
P=1Q; 0],
0 I,

y el problema (18) es equivalente a:

(e W)@ o

QITAV, QT AV, Qb
= i | Cegav o) (%)< (@)1 o
v VERT 0 b2 0
Ahora bien, definamos
1 QlTAV'l Q{sz Q1T§
r= 172 | = QZTAV1 0 (yl) - QTb ) <21>
ry VERT 0 Y2 0

como el residual que se minimiza en (20).
Una vez que 75 v r3 no dependen de ¥, y y» puede ser escogido tal que r; = 0,
nuestro problema se reduce a:

win | (3 )= (401 2
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con

=T7'Q1 (b— AViy).

v) Segundo cambio de variables

&= R"y,
A=Q;AVR™,
b= QLb.

Con estos cambios (22) se transforma en:

wi | (SO ) 2 (401 23)

= (2 )e-(5)0 (21)

Esta tultima expresion corresponde a la forma estandar del problema original.

3.2 Proceso de Bidiagonalizaciéon

Una vez que el problema estd en forma estandar, el préximo paso es bi-
diagonalizar la matriz A del problema estdndar, usando transformaciones
ortogonales a la derecha y a la izquierda de A tal como lo propone Eldén:

UTAV = (?) —= A=U (?) VT (25)

Después de hacer esta transformacion, hacemos el siguiente cambio de varia-
bles:
zr=VTz = x=Vaz,

=UTh = .
9= (92)

Asi,
4z = b = [U7 (e = ) = |7 AV~ 078 = | ) a2 = (£) 1
2

y el problema a resolver es:

(B @

En este punto, debemos encontrar una matriz ortogonal @, tal que:

d(0)-0)
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y resolver B,xx = z; , para hallar la solucién z(u) de las ecuaciones normales
(8).

Ahora bien, en vista de que este problema debe ser resuelto en cada iteracion
para diferentes valores de p, la bidiagonalizacion de A es ttil si en cada
iteracion logramos anular las entradas /i que se encuentran debajo de B,
de manera eficiente. Esto se hace usando rotaciones de Givens sin alterar la
forma bidiagonal de B.

3.3 Solucidon de la ecuacion secular

Solucionar el problema estandar, significa basicamente resolver la ecuacion
secular:

fp) = x(p)"z(p) — A* = 0. (28)

En este trabajo, usamos el método de Newton para resolver esta ecuacién no-
lineal, sin embargo, una vez que las derivadas de f(u) son conocidas, tambien
podrian utilizarse otros métodos.

En cada iteracién, debemos evaluar f(u) v f'(p). Hallar f(u) requiere de
la solucion de (26), es decir, hallar @, resolver B,zx = 2, y devolver los
cambios. Notese que xx satisface :

(B'B+pul)rvr = BY2, —  xx(p) = (BZBu)’lBTzl
De esta manera la derivada de f(u) en (28) esta dada por :
df (1) dz(p)

o 22z ()" o = —2zx(p) (B B,) *B"
= D) o) (BB, (BB BT = —2a() (B B,) el
df(ﬂ) o T
T

donde BJv = zx(p).

Es de hacer notar, que si aplicamos el método de Newton para resolver (28),
las cantidades ]{,((’Z ’Z)) que se generan en cada iteracion, tienden a ser muy
pequenas, y esto dificulta la convergencia del método. Para subsanar esta

difultad Gordonova y Morozov [9] resuelven la ecuacién equivalente:

f(p) = (z"2)* —A* =0, para —1<s<0. (29)
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Sorensen [19] usa s = -1 y soluciona —+— — +5 = 0, obteniendo muy buenos re-
Tz A )

sultados. Considerando estos resultados y el hecho de que algoritmos numéri-
cos basados en aproximaciones racionales convergen mas rapido que aquellos
basados en aproximaciones polinomiales, la pruebas presentadas en este tra-
bajo usan —— — <. En este caso, y siguiendo el mismo esquema anterior
zlx A ’ )
obtenemos que la derivada es:

df(p) -2
T Tdn T a(u)Te(n)

3.4 Implementacién

En esta seccion, se presentan algunos detalles de la implementaciéon del méto-
do que se propone, para resolver el problema de los minimos cuadrados con
restriccion quadratica, asi como también los resultados de las pruebas reali-
zadas.

Los algoritmos que se muestran a continuacién fueron diseniados en Matlab,
razén por la cual, algunas instrucciones exhiben este estilo de programacion.

Algoritmo Principal

Dados A, C ,b,d, A, m,n,p

Sip>n
1) Factorizacion QR de C: [V, R] = qr(C) ;
wv=mvl k=) Cc=wR
2) Resolver Rz, = Vi'd ; % Sistema Triangular
3)b—b— Az, ; % Cambio de variable (b)
4) A — ARV % Cambio de variable (A)

5) Resolver Problema estandar : (x, u, iter) = std(A, b, delta,n) ;
6) Hallar solucién final : z = R;'V{'z + x, ;

fSi

Sip=n

1) Factorizacion QR de CT: [V, R] = qr(CT) ;
% C = RTVT
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2) Resolver RTVTx, =d ; % Dos pasos: {gé)) fj;”vzg
3)b—b— Az, ; % Cambio de variable (b)

4) A— AVR™T ; % Cambio de variable (A)

5) Resolver Problema estandar : (z, u, iter) = std(A, b, delta,n) ;
6) Hallar solucién final : v = VR o + x, ;

Si

Sip<n

1) Factorizacion QR de CT: [V, R] = qr(CT) ;

wv=avil R=(): c-mvr
2) Resolver RTV 'z, =d ; % Dos pasos: {2221)) 5)11“{/?3
3)b—b— Az, ; % Cambio de variable (b)
4) Ap=A;b,=0 % Almacenar variables originales (A,b)
5) Factorizar AV; : [Q,T] = qr(AV) ;

T

% Q=[Q,Q); T= <01) ; AV =T
6) A— QTAVIR™T ; % Cambio de variable (A)
7)b— QTb; % Nuevo Cambio de variable (b)
8) Resolver Problema estandar : (x, u, iter) = std(A, b, delta,n) ;
9) Hallar solucién final :

9.1) Resolver RTy, =z ;
9.2) Resolver T} 'y = QT (b, — A Viy1) ;
9.3) x = Vigh + Vaye + 2, ;

Si

A continuacién detallamos la rutina ”std”, la cual soluciona el problema
estandar.

[z, u,iter] = std(A, b, delta,n)

1) Inicializar parametros de trabajo : u = 0; delta2 = delta?; tol = 1078;
maxiter = 50; convergencia = 0; k= 1; x5, =0 ;
2) Bidiagonalizar A : [U, A, V| = bidiag(A) ;

% Usando Transformaciones de Householder: UTAV = (ﬁ)
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3) b Qb ; % Cambio de variable : b = (%1>

4) Resolver Ecuacién Secular ;
mientras ( k& < maxiter A convergencia = 0 ) hacer

1) Reducir B | g a Bul 2 ;% Usando Rotaciones de Givens
Vil |0 0 |2

1,1) [By, 2] = giv(A,b,n, p) ; % B = (%u> - (21)
2
2) Resolver problema reducido B,z = 21 % Sistema bidiagonal

3) Evaluar funcién f,, y su derivada fp,
3’1) f - delltaQ o :cflxk ;

3,2) Resolver B,v = xy, ;
33) fp= 5"

l‘k.Tk
4) si (||lxg — zp—1] < tol V |fp| < tol) convergencia = 1; Salir fsi;
5) p=p— % ; % Paso Newton
6) Tp_1 = Ty ;
Nk=k+1;
fmientras

5) si (convergencia =1) x =V, fsi;

A continuacion, el algoritmo para la subrutina ”giv”, utilizada para reducir
el sistema (26) a (27).

By, z] = giv(A,b,n, 1)
1) Inicializar prardmetros de trabajo : tao = 0 ; smu = /1t ;
2) Transformar las primeras n — 1 filas.

Parai=1 hastai=n—1 hacer

1) B,(i,i) = v/B(i,i)? + smu? ;
c=BGD . g _smu % Pardametros de Givens
By (i,1) By (i,1)
B,(i,i+1)=c*xB(i,i+1); 1l=—-s*B(i,i+1); % la. Rotacién
(i))=cx*xg(i)+s*xtao ; ro=—sx*xg(i)+cx*tao ;
smu=/p+1%; tao=_—— % 2da. Rotacién

=W
— — o
N

3) Bu(n,n) = \/B(n,n)? 4+ smu? ;

. B(n,n) smu
4) Z(n) " Bu(n,n)xz(n) + B.(g,9)*tao

El resto de las rutinas utilizadas, son primitivas de Matlab.
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4 Experimentacion Numérica

En 1994, Hansen [12] presenta su paquete de regularizaciéon Regularization
Tools, que constiste en una serie de rutinas, disenadas para analizar y resolver
problemas a mediana escala, mal condicionados, que requieren la técnica de
regularizacion.

Estas rutinas fueron codificadas en Matlab y Fortran, y estéan a la disposicion
publica en:

http://www.imm.dtu. dk/documents/users/pch/Regutools/requtools. html.

Las rutinas TIKHONOV, TGSVD, y LSQI, incluidas en este paquete, usan
diferentes esquemas para regularizar la solucion, sin embargo todas estédn
basadas en la descomposicion en valores singulares generalizados de (A,C).
TIKHONOV: Resuelve el problema

min{||Az — b|| + A||Cx||}.
TGSVD: Resuelve el problema
min ||Agz — b|.

donde Ay es una aproximacién a A de rango k.
LSQI: Resuelve el problema

min ||Az — b|| sujeto a || L(x — xo)| < A,
x
donde z( es una aproximacion a la solucién.

En estos problemas, A\, £k y A juegan el papel de paramétros de regulari-
zacion.

Noétese que la rutina LSQI usa la misma técnica de regularizacién que el
método propuesto (MP) en este trabajo, y a pesar de tener restricciones so-
bre la matriz C, ya que exige que p sea menor que n, la forma de resolver
el problema, es muy similar a la usada en MP. Por esta razon, las primeras
pruebas, fueron realizadas para comparar MP con LSQI.
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Los experimentos realizados, pueden dividirse en dos categorias:
I) Pruebas de comparacién con la rutina LSQI, usando problemas generados
aleatoriamente.
IT) Pruebas de comparacién con todas las rutinas disponibles, usando pro-
blemas reales, tomados de la literatura en el area.
En las pruebas (I) se seleccionaron, de manera aleatoria, problemas de tres
tipos:
I.1) Problemas en forma estandar:

min ||Az —b|| sujetoa |z[|<A; d=0; C=1I
[.2) Problemas de la forma:

min, ||[Ax — bl sujetoa ||Cz|| <A; d=0; C#I
[.3) Problemas en forma general:
min, ||Az — bl sujetoa ||Cx—d|<A; d#0; C#I

Para las pruebas (II) se tomaron algunos problemas reales, de mediana es-
cala, los cuales son clésicos en el area de regularizacién, y estan disponibles
en el paquete de regularizacién de Hansen. He aqui la descripcién de algunos
de ellos:

blur: Este problema proviene de la digitalizaciéon de imagenes borrosas de-
bido a la turbulencia atmosférica.

deriv2: Discretizacion de la ecuacion integral de Fredholm de primer orden,
donde el kernel K esta dado por la funcién de Green para la segunda deriva-
da.

foxgood: Proviene de la discretizacion artificial de la ecuacién integral de
Fredholm de primer orden, disenada para producir un problema severamente
mal condicionado.

head: Problema inverso generado de la ecuacién integral de calor, al dis-
cretizar la integral de Volterra.

ilaplace: Discretizacion de la transformada inversa de Laplace, mediante una
cuadratura de Gauss-Laguerre.

shaw: Restauracion de imagenes en 2D, proveniente de la discretizacién de
una ecuacion integral de Fredholm.

wing: Problema proveniente de la discretizacién de una ecuacién integral,
con un kernel discontinuo.
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4.1 Resultados

Todas las pruebas fueron realizadas con datos sintéticos, en un microcom-
putador Pentium IV, a 2.8 GHz, exigiendo a los métodos, una precision de
1078, o un méaximo de 50 iteraciones para los métodos iterativos. Estas prue-
bas fueron disenadas para medir la precisiéon de cada rutina, y el niimero de
operaciones requerido para lograr dicha precision.

En la figura 1 se muestra el resultado de resolver problemas de tipo estandar,
para diferentes valores de n. En la misma podemos ver el comportamiento
de la rutina LSQI y la del método propuesto MP, a medida que el problema
crece. La figura 1.a muestra el comportamiento de ambas rutinas, de acuer-

w10 m=n=p, d=0, C=| (1.a)
1.5 T T T T T T
—— =al|l
— —%—  MP
T |
L 050 .
4
D_ 1
10 15 20 25 30 35 40 45 50
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x 10
10 =
8_ o
oy 6_ T
£
=
o= 4_ -
4
2_ =
0 t
10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 1: Comparacion numérica de los métodos MP y LSQI sobre proble-
mas en forma estandar.

do al error relativo en la solucién , y la figura 1.b de acuerdo al numero de
operaciones en punto flotante.

Como podemos apreciar, el error relativo en la solucién para la rutina MP es
mayor, a pesar de mantenerse dentro de la tolerancia exigida. Con respecto
al nimero de operaciones, es notable como la rutina MP aventaja a la rutina
LSQL

La figura 2 por su parte, muestra resultados para problemas del tipo 1.2,
descrito en la seccién 4. Aqui tambien se puede apreciar la gran ventaja de
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Figura 2: Comparacion numérica de los métodos MP y LSQI sobre proble-
mas en forma general, con C' escogida aleatoriamente.

MP sobre LSQI, con respecto al numero de operaciones en punto flotante. La
diferencia con respecto al error, es poco significativa, ya que ambas medidas
se mantienen dentro de la tolerancia.

Por otra parte, la figura 3 muestra, como el comportamiento con respec-
to a la precision cambia cuando se resuelven problemas en forma general, del
tipo 1.3. Para esta prueba se seleccioné la matriz C' como una tridiagonal,
simetrica, positivo-definida.

Como podemos ver, la rutina LSQI no sélo pierde precision, sino que ademas
no satisface la tolerancia exigida de 1078, Con respecto al niimero de opera-
ciones, la situacion sigue siendo la misma, la rutina LSQI duplica el nimero
de operaciones de MP.

En la figura 4, se presentan resultados obtenidos al resolver problemas gene-
rales del tipo 1.3, con A y C escogidas aleatoriamente. FEn este caso C no tiene
estructura, y pudiera ser positivo-definida, negativo-definida, o indefinida.
En esta grafica, se enfatiza el problema de la rutina LSQI, con respecto a la
pérdida de precision en la solucion, a medida que el problema crece.

En la segunda parte de estas pruebas, comparamos el método propuesto
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mas generales con C' simétrica y positivo definida.
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Figura 4: Comparacion numérica de los métodos MP y LSQI sobre proble-
mas en forma general generados aleatoriamente.

(MP) con las otras rutinas de regularizacién disponibles en Regularization
Tools [12]. Ademas de estas rutinas de regularizacién, hemos anadido la ruti-
na LSQR, la cual resuelve el problema de minimos cuadrados, usando la
descomposicion QR de la matriz A, sin utilizar regularizacién.
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Los resultados obtenidos con respecto al error relativo en la solucion y el
nimero de operaciones en punto flotante, se muestran en las tablas 1 y 2

respectivamente.

Tal como se refleja en la tabla 1, para la mayoria de los casos, la solu-

Problema LSQR | TIKHONOV | TGSVD LSQI MP
blur(100) | 1,4% 107 | 38% 107 [ 6,7 1071 | 3,810~ [ 57 1071°
deriv2(10) | 4,9%107% | 64107 [ 15%107! | 6,4% 10714 | 5,3 %1071
foxgood(20) | 6,1 % 10 3,1%x107% | 84x107* | 3,8%107? | 2,1 10710
heat(50) 1,8%1078 | 1,5%107"% | 88%1073| 581078 | 1,2% 10719
ilaplace(50,2) | 1,3 % 102 81%1071° | 1,7%10° | 1,5%107° | 3,3 10719
shaw(20) 3,7%1071 | 161078 |[1,0%107%| 2,2% 1079 | 4,9% 10710
shaw (500) 1,5 % 106 151078 | 3,7%10" | 44%107° | 6,7%x10" 1
wing(15) 6,8 % 10° 12107 | 81%1071| 95%107? | 3,6 x107°
Cuadro 1: Error relativo en la solucién
Problema LSQR | TIKHONOV | TGSVD LSQI MP
blur(100) | 5578230 | 36774212 | 36026348 | 36772611 | 17594531
deriv2(10) 10991 43241 41575 43080 22013
foxgood(20) | 74781 273805 264789 | 277575 178402
heat (50) 1062951 | 4381363 4277141 | 4427049 | 2523334
ilaplace(50,2) | 1062951 | 4151584 4047108 | 4162152 | 2717320
shaw (20) 74781 272771 263681 275533 188659
shaw(500) 10° 4,2%10° | 41%10° | 42%10° | 2,4 x10°
wing(15) 33286 120486 116135 121921 79518

Cuadro 2: Numero de operaciones

cién hallada por LSQR es completamente errénea. De alli la necesidad de
utilizar una técnica de regularizacion para resolver estos problemas.

También podemos ver en esta tabla, que las rutinas TIKHONOV y LSQI solu-
cionan los problemas con gran precision, generando soluciones dentro de la
tolerancia exigida.
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Los resultados de TGSVD se deben principalmente a que esta rutina es fuerte-
mente dependiente del parametro de regularizacion k, y la escogencia de éste
parametro, requiere de un anélisis previo de cada problema. El paquete de
regularizaciéon de Hansen [12] provee herramientas para este tipo de andlisis,
el cual esta fuera del alcance de este trabajo.

Cabe hacer notar que el método propuesto en este trabajo (MP), no sélo
resuelve estos problemas mal condicionados con una gran precisién, tal como
puede verse en la tabla 1, sino que ademas mantiene su ventaja con respecto
al nimero de operaciones (ver tabla 2).

De acuerdo a los resultados obtenidos hasta el momento, y para comple-
tar esta segunda etapa de pruebas, se disend un tultimo experimento, donde
comparamos las rutinas TIKHONOV, LSQI y MP en la resoluciéon de pro-
blemas mal condicionados y perturbados. En estas pruebas perturbamos el
lado derecho b, de tal manera que b = b+ o * e, con e representando un
ruido aleatorio, y ¢ el orden de la perturbacién. Los resultados obtenidos, se
muestran en la tabla 3.

Los tres primeros renglones de la tabla 3, presentan resultados sobre proble-

’ Problema \ o \ TIKHONOV \ LSQI \ MP ‘
deriv2 1078 | 1,5%x107% |64%1072 | 1,6 107"
foxgood 1078 2,2 %1072 9%1071 | 3,8%10710
shaw 108 | 33%1072 |82%10°3| 1,6 10~°
ilaplace | 10710 | 44%107° [4,7%107% | 2,9%107°
ilaplace 10-8 ,2190 3,6 %1071 | 1,1%107°
ilaplace 10~ 2.4 %103 ,7093 2,7%10°7
ilaplace 1073 1,7 % 10* 7102 48% 1077

Cuadro 3: Precisién Vs. Perturbacion

mas donde las componentes del lado derecho se han perturbado en el octavo
digito. Como se puede apreciar, la precisiéon de las rutinas TIKHONOV y
LSQI se afecta notablemente con la perturbacion.

Para observar el comportamiento de las rutinas a medida que aumenta la per-
turbacién o, seleccionamos el problema "ilaplace”, con C' = trid(—1,2,—1),
que corresponde a la discretizacién de la segunda derivada. Los resultados se
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muestran en los cuatro ultimos renglones de la tabla 3.

Es claro que el mal condicionamiento de estos problemas, hace que las rutinas
sean sensibles a pequenas perturbaciones, y puede observarse en la tabla 3,
como las rutinas TIKHONOV y LSQI van degradando su precisiéon a medida
que se incrementa el orden de la perturbacién. Para perturbaciones de or-
den mayor a 1074, estas rutinas producen soluciones totalmente equivocadas.

La rutina MP también es afectada por las perturbaciones, sin embargo, siem-
pre logra hallar una buena aproximacion a la soluciéon, aun cuando la per-
turbacién es realmente significativa. Esto se debe principalmente a que este
método maneja mas informacién acerca de la solucion, que los otros métodos,
y a que las transformaciones que hace, estan basadas en la matriz C' y no
en la matriz A, y en este caso C' es simétrica, positivo definida y en banda,
caracteristicas que benefician aun mas el comportamiento del método.

Es importante senalar aca, que aunque las pruebas no fueron disenadas para
comparar requerimientos de memoria, el metodo propuesto (MP) tiene un
alto requerimiento de memoria, el cual llega a ser de orden (5n?) en algunos
casos. Este numéro, es por lo menos tres veces mayor que el requerido por
las rutinas de Regularization Tools.

5 Conclusion

En este trabajo se ha propuesto un método para resolver el problema de
minimos cuadrados con restriccion cuadratica, y se han expuesto las bases
tedricas sobre las cuales se fundamenta el método.

Las pruebas realizadas son concluyentes, y nos permiten afirmar que el méto-
do propuesto es suficientemente robusto, como para alcanzar una buena
aproximacién a la solucién, aun en presencia de perturbaciones. El méto-
do efectivamente calcula la solucion del problema general, asi como también
el multiplicador de Lagrange asociado a esta solucién.

Una gran variedad de problemas reales, son definidos a traves de una ecuacion

integral con un operador discontinuo, el cual al ser discretizado, produce un
problema de minimos cuadrados lineales, tan mal condicionado, que no puede
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ser resuelto por métodos tradicionales y requiere de técnicas como la regu-
larizacién. El método que se propone, puede ser considerado un hibrido entre
iterativo y directo, que usa una técnica de regularizaciéon para resolver pro-
blemas de minimos cuadrados, en los cuales la matriz de los coeficientes es
muy mal condicionada, y se tiene algin conocimiento de la solucién.

Se pueden mencionar algunas ventajas fundamentales de este método con
respecto a las rutinas de regularizacién del paquete Regularization Tools:

1) No estd ligado fuertemente al parametro de regularizaciéon A, aunque una
buena escogencia de este parametro garantiza una rapida convergencia.

2) Puede resolver problemas perturbados, con bastante precision .

3) No tiene restricciones sobre las dimensiones, estructura, o caracteristicas
de la matriz C.

4)No requiere de la descomposicién en valores singulares, y por lo tanto, dis-
minuye el costo computacional.

La principal desventaja del método es su requerimiento de memoria, el cual
lo restringe a resolver problemas de pequena y mediana escala.

6 Trabajo futuro

Los resultados obtenidos son un estimulo para continuar investigando este
método, razén por la cual se propone, como continuacién de este trabajo:
1)Estudiar del comportamiento del método frente a perturbaciones de la
matriz A.

2) Comparar MP con métodos actuales de optimizacion.

3) Hacer pruebas con problemas grandes. Para ello valdria la pena estudiar
la posibilidad de obtener un cédigo basado en productos Matriz-vector.
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